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Feuille 4 : Corps locaux

n!

Exercice 1. 1. Calculer la limite de AT

premier p.

dans R et dans Q, pour tout

2. On note p,, le n-éme nombre premier, et p,, = 00. On se donne une famille
apn, € Zp,, €t on pose ao, = 0. Construire une suite de rationnels z, € Q
telle que pour tout ¢ € {1,...,00}, limyyo0 |2, — ailp, = O (on pourra
utiliser la suite y, = 1+ [[1_, ™).

Exercice 2 (Lemme de Hensel). Soit A un anneau de valuation discréte com-
plet, et f € Afz]. On suppose que ay € A et qu’il existe ¢ < 1 tel que
|f(ao)| < elf'(ag)|?* avec f'(ag) # 0. On considére la suite

flan)

Up1 = An — f’(a )
n

1. Montrer que a, € A, |f'(an)| = |f'(a0)] et |f(an)| < g2" f(ao)?.

2. Montrer que a,, converge vers une racine a € A de f qui vérifie

la — ao| < elf'(ao)l,
et qu’une telle racine est unique.

Exercice 3. 1. Factoriser z* — 17 sur Q.
2. Décrire la décomposition de I'idéal (2) dans I'anneau des entiers de K =
Q(v17)
Exercice 4. Soit K/Q un corps de nombres de degré n.

1. Montrer que si un nombre premier p < n est totalement décomposé dans
lanneau d’entiers O, ce dernier ne peut pas s’écrire sous la forme Z[a].
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2. A l'aide du polynome f(z) = 23 — z + 8, donner un exemple d’anneau

d’entiers non monogéne.
Exercice 5. Soit p un premier impair, on note j,—1 le groupe des racines
(p — 1)-éme de I'unité dans Q,.
1. Montrer que Q5 = p” X 1 X (14 pZy).
2. Montrer que pour p impair, Q, n’a que trois extensions quadratiques.

3. Montrer de méme que Q2 posséde 7 extensions quadratiques.

Exercice 6. 1. Pour f > 1 soit a un générateur du groupe multiplicatif IF; 5
et soit P(z) = o/ +a;2/ =1+ - - +a; son polynéme minimal sur F,,. Soient
a; € 7, des relévements des a;, et o € Q, une racine de P(z) = Y a;a".
Montrer que Q,(a)/Q,, est une extension non ramifiée de Q, de degré f.



2. Soit K/Q,, une extension non ramifiée de degré f. Montrer que K = Q,(¢)
ott ¢ est une racine (pf — 1)-éme de I'unité.

3. Montrer que pour tout n, Q, posséde une unique extension non ramifiée de
degré n. Cette extension est souvent notée Q,s et son anneau des entiers

Zps.

Exercice 7. Soit K un corps local et L/K une extension finie de degré n. On
note 7 une uniformisante de Oy,.

1. Montrer que si L/K est totalement ramifiée, alors Op, = Ok |r].

2. Montrer que si L/K est totalement ramifiée, le polyndome minimal de 7
est un polyndéme d’Eisenstein.

3. Montrer que si a est annulé par un polynéme d’Eisenstein sur Ok, l'ex-
tension K («)/K est totalement ramifiée.
Exercice 8 (Lemme de Krasner). Soit K/Q, une extension finie, et o, 3 € Q.
1. Montrer que tout o € Autg, (K) est une isométrie.
2. Montrer que si |a@ — | < |a — &/| pour tout conjugué o # « de «, alors
K(a) € K(B).
Exercice 9. Soit K/Q, une extension finie, A = Ok son anneau d’entiers et ©
une uniformisante.

1. Soit f(z) =Y i, a;z" € Alz] un polyndme irréductible unitaire séparable
de degré n. On écrit f(z) = [[I_,(z — a;) avec o; € Q,. Montrer que
pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que tout polyndme unitaire g(z) =
S bixt € Alx] tel que max |a; — b;| < 0 s’écrit g(z) = [}, (z— B;) avec
|a; — Bi] < e pour tout i.

2. Soit E = {ag+ a1z + -+ an € Alx],|a;| < 1,]ag| = |7|} Pensemble des
polyndémes d’Eisenstein de degré n, et

D={K(a), 3f € E, f(a) =0}

Iensemble des extensions qu’ils définissent. Montrer que D est fini (utiliser
le lemme de Krasner).

Exercice 10. Soit K/Q, une extension finie de degré n = ef, ou e est le degré
de ramification et f le degré d’inertie.

1. On pose E = Qp(,upf—l)7 montrer que F est la plus grande sous-extension
non ramifiée de K.

2. Montrer que K/FE est totalement ramifiée.

3. Montrer que @, n’a qu'un nombre fini d’extensions de degré n.



