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Feuille 4 : Corps locaux

n!
n!4+1

Exercice 1. 1. Calculer la limite de
premier p.

dans R et dans Q, pour tout

2. On note p,, le n-éme nombre premier, et po, = 0. On se donne une famille
apn, € Zp,, €t on pose ao, = 0. Construire une suite de rationnels z, € Q
telle que pour tout ¢ € {1,...,00}, lim,yo0 |2, — ailp, = O (on pourra
utiliser la suite y,, = 1+ [[_, pP™).

Indications 1. 1. La suite tend vers 1 dans R et vers 0 dans chaque Q.
2. Pour tout n > 1, on définit via le lemme chinois z, tel que z, = ax

mod pi pour k =1,...,n. Alors

In
Yn

convient : en effet dans Q, on a y, — 1 et z, — ayn, et =, < [[pg, donc

Z—" — 0 dans R.

Zn =

Exercice 2 (Lemme de Hensel). Soit A un anneau de valuation discréte com-
plet, et f € Afz]. On suppose que ay € A et qu’il existe ¢ < 1 tel que
|f(ao)| < elf'(ag)|? avec f'(ag) # 0. On considére la suite

flan)

Gt T T i)

an

1. Montrer que a, € A, |f'(a)| = |f'(a0)| et |f(an)| < ¥ |f'(ao)|*
2. Montrer que a,, converge vers une racine a € A de f qui vérifie

la — aol < e[ f'(ao)l,
et qu’une telle racine est unique.

Indications 2. 1. On utilise la formule de Taylor exacte f(z) = f(a) +
f'(a)(z — a) + Mz — a)? pour A € A obtenue en développant f(x) =
f(a+ (z — a)) par la formule du bindme et le fait que |[A| < 1 pour tout
Ae A
Par récurrence, il suffit de montrer la propriété pour a;. On a |a; — ag| <
el f'(ap)| < 1, puisque f’(ag) € A, donc ay € A.

En développant f/(z), on a

f'(a1) = f'(ao) € (a1 — ao)A,
et |ar — ao| < €|f'(ap)|, donc |f'(a1) — f'(aop)| < |f'(ao)|, et finalement

[ (a1)| = [f"(ao)]-
En développant, £(z), on a f(z) = f(ao) + f'(a0)(& — ao) + m(z — ao)?
ot m € A, et par construction f(a1) = m(a; — ag)?, donc |f(a1)| <

2| (ao) .



2. On a |any1 — an| < €2"|f'(ap)|, donc la suite est de Cauchy et converge
vers a € A, qui vérifie f(a) =0 et |[a — ap| < e.
Si on avait une autre racine telle que |b— ag| < €, alors en écrivant f(b) =
f(a) + f'(a)(b— a) + m(b— a)?, on aurait

|f'(ao)l = If'(a)] < |b— a|] < min(|b — ao|, |a — ao|) < e[ f'(ao)],
absurde.

Exercice 3. 1. Factoriser 2% — 17 sur Q».

2. Décrire la décomposition de I'idéal (2) dans I'anneau des entiers de K =
Q(V1T)

Indications 3. 1. On veut appliquer le lemme de Hensel. Pour f(z) = 2% —
17 on a que f’(ap) = 4a} a valuation 2-adique égale a 2 si ag impair et
donc |f'(ag)|? = 27* pour tout ay impair.

— On test ag = 1. On trouve |f(1)]2 = 2% = |f’(1)|3 et donc on ne
peut pas appliquer le lemme de Hensel.

— On test ap = 3. On a va(f(3)) = v2(81 — 17) = v2(64) = 6 et donc
|£(3)]2 = 27° et on peut prendre ¢ = 272. Ainsi, il existe une racine
a € Zy de f(z) telle que |a — 3]z < 274, c’est-a-dire a = 3 mod 16.

On a donc une racine 4-¢me a de 17 dans Zs, donc
wt =17 =2 —a* = (2® — a®)(2® + a®) = (z — a)(z + a)(z* + a?)

dans Zs[z]. Le dernier facteur est irréductible car Zs ne contient pas les
racines 4-émes de I'unité et donc —a? n’est pas un carré (d’une une autre
maniére : si —a? était un carré dans Zs il le serait modulo 8, mais a =
3 mod 8 et donc —a? = —1 mod 8 qui n’est pas un carré).

2. On écrit

K ©q Q2= [ Ky = Qufe]/(x — a) x Qz2]/(x + a) x Qalz]/(2” +a?),
pI(2)

c’est-a-dire, en posant o = v/17,
Qo) ®g Q2 = Q2 x Q2 x Qa(7)

via p(a) ® u — (p(a)u, p(—a)u, f(ia)u). On a donc trois idéaux pi, p2 et
p3 au-dessus de 2, les deux premiers sont non-ramifiés de degré résiduel
1, et pour le troisitme on a ezfs3 = 2. Or, Q2(i)/Q2 est une extension
cyclotomique ramifiée en 2, donc e3 =2 et f3 =1 et

(2) = p1paps.

Exercice 4. Soit K/Q un corps de nombres de degré n.

1. Montrer que si un nombre premier p < n est totalement décomposé dans
Panneau d’entiers O, ce dernier ne peut pas s’écrire sous la forme Z[a].



3

2. A l'aide du polynome f(z) = 23 — z + 8, donner un exemple d’anneau

d’entiers non monogéne.

Indications 4. 1. Si Og = Z[a] pour un entier algébrique o de polynome
minimal f(z) € Z[x], on peut appliquer le critére de Dedekind et le fait
que p soit totalement décomposé équivaut au fait que f est scindé a racines
simples modulo p, impossible si p < n.

2. Ce polynome est irréductible (il I'est modulo 3). Il faut montrer que 2
est totalement décomposé dans K = Q[z]/(f). On a une décomposition
K ®q Q2 = le ) K, donc la décomposition en facteurs irréductibles de
f(z) sur Q2 donne la factorisation de 2 en idéaux premiers. Pour ap =
0,1,3 on a f(ag) = a3 — ap = 0 mod 8 donc |f(ag)l2 < 2 — 3 et de plus
|f'(ag)]2 > 271. On peut appliquer le lemme de Hensel et on a trois racines
(distinctes, parce que elle le sont modulo 4) de f(z) dans Zs, donc f est
scindé sur Qs et 2 est totalement décomposé dans K. D’aprés la question

précédente, Ok ne peut étre monogéne.
Exercice 5. Soit p un premier impair, on note p, 1 le groupe des racines
(p — 1)-éme de I'unité dans Q,,.
1. Montrer que Q,, = PP X pp—1 x (14 pZy).
2. Montrer que pour p impair, Q, n’a que trois extensions quadratiques.
3. Montrer de méme que Q9 posséde 7 extensions quadratiques.
Indications 5. 1. On a une suite exacte (évidemment scindée) donnée par
la norme
* * 7
1=2Z,—-Q,—p"—1
et une suite exacte
0= 1+pZy—Zy,—TF,—1
scindée en relevant F% dans les racines de 2P~! — 1 grace au lemme de
Hensel.
2. Une telle extension est de la forme Q,(v/d) pour d € Q;/Q3?, il suffit

P )
donc de montrer que cet espace vectoriel sur Fo est de dimension 2. Or

tout élément de 1+ pZ,, est un carré d’aprés le lemme de Hensel (puisque
22 — 1 a deux racines modulo p), donc le quotient vaut

Q;/Q;? = p"/p* X Z/(p — )Z/2Z/(p — 1)Z = F3.

En enlevant 1, on a trois extensions quadratiques. Les deux générateurs
sont p et un non-carré modulo p, par exemple les extensions de Q3 sont

Q3(V3), Q3(v/—1) et Q3(v/=3).

3. Dans le cas p = 2, la suite donnant les unités est
01442y - Z5 - £t1 —1

et on a une composante supplémentaire a l’arrivée puisque le sous-groupe
des carrés de 1+ 475 est seulement 1+ 8Zy (en effet 5 n’est pas un carré
modulo 8).



Exercice 6. 1. Pour f > 1 soit a un générateur du groupe multiplicatif IF‘; 5

et soit P(z) = of +a1o/ =1+ - +ay son polynoéme minimal sur F,. Soient
a; € Z, des relévements des a;, et a € Q, une racine de P(z) = )" a;z".
Montrer que Q,(c)/Q, est une extension non ramifiée de Q,, de degré f.

Soit K/Q, une extension non ramifiée de degré f. Montrer que K = Q,(¢)
ott ¢ est une racine (pf — 1)-éme de I'unité.

Montrer que pour tout n, Q, posséde une unique extension non ramifiée de
degré n. Cette extension est souvent notée Q,s et son anneau des entiers

Zps.

Indications 6. 1. P est irréductible puisqu’il I’est modulo p, et on obtient

une extension dont le degré résiduel est f, donc non ramifiée.

Le corps résiduel contient les racines (p/ — 1)-émes de 'unité et on peut
les relever & O par Hensel. On obtient K par égalité des degrés.

Les extensions non ramifiées de @@, sont en correspondance avec les exten-
sions IF,,s /IF,, des corps résiduels.

Exercice 7. Soit K un corps local et L/K une extension finie de degré n. On
note 7 une uniformisante de Op.

1.
2.

Montrer que si L/K est totalement ramifiée, alors O, = Og|[n].

Montrer que si L/K est totalement ramifiée, le polynéme minimal de 7
est un polyndéme d’Eisenstein.

Montrer que si « est annulé par un polynéme d’Eisenstein sur Ok, l'ex-
tension K(«)/K est totalement ramifiée.

Indications 7. 1. On peut écrire les éléments de O sous la forme x =

ZmZO Ty, ou les coefficients x,,, sont dans un systéme de représentants
du corps résiduel Or/(w) de L. Or, en notant 7x une uniformisante de
K, on a O = mg O, puisque 'extension est totalement ramifiée, donc
7O = 7l w"Of. On peut également écrire les éléments de Of, sous

_ n—1 q . _r N1 il < AlA a
la forme x = (> g Ygrmim oft l'on choisit de plus les éléments

Yq,» dans un systéme de représentants dans Ox de Ok /mx = Or/m. En
regroupant les termes par paquet on obtient

n—1

r= Z(Z YgrTi )T € Okl

=0 k>0

Notons v la valuation associée & K, et ™ = ngol a;7" une relation de
dépendance intégrale, ot a; € Ok . Puisque v(7) = 1/n, les valuations des
termes a droite sont deux a deux distinctes, donc v(7™) = 1 = min v(a;7*).
Ceci impose v(ag) = 1 et v(a;) > 1 pour ¢ > 1. Le polynéome est bien un
polynoéme d’Eisenstein.

C’est un résultat du cours. Regarder aussi Corps locaux de Serre, chapitre
I, section 6.



Exercice 8 (Lemme de Krasner). Soit K/Q, une extension finie, et o, 3 € Q,.
1. Montrer que tout o € Autg, (K) est une isométrie.

2. Montrer que si |a — 8] < |a — &'| pour tout conjugué o # a de a, alors
K(a) € K(B).

Indications 8. 1. C’est une conséquence immédiate du fait que deux élé-
ments conjugués ont la méme valuation.

2. Pour montrer K(a) € K() il suffit de montrer que o(a) = o pour tout
o € Autg(s)(Qp). Supposons par I'absurde que o € Aut g5 (Qp) soit tel
que o =c(a) #«a. On a

o= B <Ja—o'| = |a— B+ B —of| < max(la - B, 8 — o) =

max(la — g, o(8) — o(a)]) = max(ja — 5,6 — af) = [a — 5|
ce qui est absurde.

Exercice 9. Soit K/Q, une extension finie, A = Ok son anneau d’entiers et ©
une uniformisante.

1. Soit f(x) = Y 1", a;z* € A[z] un polynome irréductible unitaire séparable
de degré n. On écrit f(z) = [[,(z — «;) avec a; € Q,. Montrer que
pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que tout polynéme unitaire g(z) =
Yo bzt € Alz] tel que max |a; —b;| < 6 s’écrit g(z) = [[i—, (x — B;) avec
|a; — Bi] < e pour tout i.

2. Soit E = {ap + a1z + -+ an € Alz],|a;| < 1,|ag| = |7|} I'ensemble des
polynémes d’Eisenstein de degré n, et

D={K(a), 3f € E, f(a) =0}

Pensemble des extensions qu’ils définissent. Montrer que D est fini (utiliser
le lemme de Krasner).

Indications 9. 1. C’est le lemme de continuité des racines, dans le cas
simple ou il n’y a pas de racine multiple. On peut appliquer le théoréme
d’inversion locale a I'application (o;) — (a;) qui est continue car donnée
par les polyndomes symétriques (et entre deux espaces de Banach).

2. On montre en utilisant la question précédente et le lemme de Krasner que
des polynémes proches définissent les mémes extensions.
Soit f € E, on note o, ..., o, ses racines, et € = min,»; |o; —;|. D’aprés
la question précédente, il existe § tel que pour tout g € F tel que | f—g|eo <
d, les racines fy,...,3q de g vérifient |o; — B;| < &, de sorte que d’aprés
le lemme de Krasner K(«;) € K(f8;). Mais par égalité des degrés, ces
extensions sont égales. Puisque E est compact, on le recouvre par un
nombre fini de boules de rayon § sur lesquelles on a au plus d extensions,
d’ou le résultat. Ainsi, K n’a qu’un nombre fini d’extensions totalement
ramifiées de degré d, pour tout d.



Exercice 10. Soit K/Q, une extension finie de degré n = ef, ou e est le degré
de ramification et f le degré d’inertie.

1. On pose E = Qp(,r-1), montrer que E est la plus grande sous-extension
non ramifiée de K.
2. Montrer que K/FE est totalement ramifiée.

3. Montrer que @, n’a qu'un nombre fini d’extensions de degré n.

Indications 10. 1. On a F C K d’aprés le lemme de Hensel en relevant les
racines de 'unité du corps résiduel. Réciproquement, toute extension non
ramifiée est de la forme Q,((,,) avec m | (pf —1).

2. Clair.
3. Il n’y a qu'un nombre fini d’extensions E/Q, non ramifiées de degré divi-

sant n, et pour chacune un nombre fini d’extensions totalement ramifiées
K/E de degré n/d.



